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Résumé. Dans cet article, nous nous intéressons à un q-analogue aux entiers 
positifs de la fonction zêta de Riemann, que l'on peut écrire pour s € N* sous la forme 
Cq{s) = S/c>i 9*^ Sd|fc <^*'~^- Nous donnons une nouvelle minoration de la dimension 
de l'espace vectoriel sur Q engendré, pour 1/q E Z \ { — 1; 1} et A entier pair, par 
1, CçlS), Cq{^): ■ • ■ I C<ï(^~l)- Ceci améliore un résultat récent de Krattenthaler, Rivoal 
et Zudilin {Séries hypergéométriques basiques, q-analogues des valeurs de la fonction 
zêta et séries d'Eisenstein, J. Inst. Jussieu 5.1 (2006), 53-79). En particulier notre 
résultat a pour conséquence le fait que pour 1/q G Z \ a.u moins l'un des 

nombres (q{3) , (qi^) , CqC^) Xqi^) est irrationnel. 

Abstract. In this paper, we focus on a g-analogue of the Riemann zêta function 
at positive integers, which can be written for s € N* by Cq{s) = J2k>i 9*' d^~^- 
We give a new lower bound for the dimension of the vector space over Q spanned, for 
l/q e Z \ {—1; 1} and an even integer A, by 1, Cq(3), Cç(5), . . . ,Cç(^ ~ !)■ This im- 
proves a récent resuit of Krattenthaler, Rivoal and Zudilin (Séries hypergéométriques 
basiques, q-analogues des valeurs de la fonction zêta et séries d'Eisenstein, J. Inst. 
Jussieu 5.1 (2006), 53-79). In particular, a conséquence of our resuit is that for 
1/ç e Z \ { — 1; 1}, at least one of the numbers (q{3) , (q{5) , CqC^) , Cqi^) irrational. 



1 Introduction 

L'étude de l'irrationalité des valeurs de la fonction zêta de Riemann Ç aux 
entiers impairs positifs est un problème classique en théorie des nombres. Il 
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est en effet connu que l'expression des valeurs de Ç aux entiers pairs positifs 



C(2m) = (-l)"^-i22™-i5; 



2m 



^2m 



(2m)! 



permet d'affirmer, via la transcendance de vr, due à Lindemann, que chacun 
de ces nombres est transcendant (ici ni G N* et les nombres rationnels Bm 
sont les nombres de Bernoulli). En revanche, concernant l'étude aux entiers 
impairs positifs, même si la transcendance est conjecturée, le seul résultat 
significatif fût pendant longtemps le théorème d'Apéry [3] affirmant que Ç{3) 
est irrationnel. Puis récemment, Rivoal [16j . et Bail et Rivoal [6] ont eu l'idée 
de considérer les valeurs de Ç aux entiers impairs positifs dans leur ensemble 
plutôt qu'individuellement, ce qui leur permit de prouver qu' il existe parmi 
les nombres C{2m + 1), m € N* , une infinité de nombres irrationnels, en 
donnant la minoration pour A entier pair suffisamment grand : 

dimQ (Q + QC(3) + • • • + QCiA - 1)) > J l + o(l)). 

1 + log 2 

La méthode employée a conduit à des versions quantitatives [H [TTl [Hl [18] , 
jusqu'à l'article récent de Zudilin [22J dans lequel il est prouvé qu' au moins 
l'un des nombres C(5), C(7), C(9), C(ll) est irrationnel. Le lecteur intéressé 
pourra aussi consulter le survol de Fischler [8] sur ce sujet. 

Dans cet article, nous nous intéressons au g-analogue normalisé de la fonc- 
tion ( considéré d'abord dans [10] et [23], puis plus récemment encore dans 
[Ï2j . et que l'on peut écrire pour s £ N* et q un nombre complexe tel que 
|g| < 1 : 

C.is) = ^ç^^d^-^ = Y.'^-^-^- 

k>l d\k k>l ^ 

Le terme de g-analogue est justifié ici par la relation valide pour s G N* \ {1} 
(voir par exemple |10] ou [12] pour une démonstration) : 

hm(l-qrC,is) = is-l)lCis), 

OÙ bien entendu C{s) = X]yt>i p- est l'expression pour Re{s) > 1 de la fonction 
zêta de Riemann. L'un des intérêts de ce g-analogue de C réside dans le fait que 
les valeurs de Cg aux entiers pairs positifs sont reliées aux formes modulaires 
et aux séries d'Eisenstein E2m{<i) (w- G N*) [19] via la relation : 

^2m(g) = l-7^Cg(2m). 

02m 
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Concernant la transcendance des valeurs de Çq aux entiers pairs positifs, le 
résultat définitif est conséquence de la structure de l'espace des formes mod- 
ulaires sur SL2{1) [19] et d'un théorème d'indépendance algébrique sur les 
séries d'Eisenstein E2{q), E^^q) et Eq^q) dû à Nesterenko En effet, 

on peut déduire de cela que pour m £ N* et q algébrique (en particulier 
1/q G Z \ {—1; 1}), les nombres Cq{2m) sont tous transcendants. 

Ceci conduit naturellement à se pencher sur le cas des valeurs de Q aux 
entiers impairs positifs. Remarquons tout d'abord que malgré l'analogie man- 
ifeste entre les résultats de transcendance des valeurs de et {1/q £ 
TL \ { — 1; 1}) aux entiers pairs positifs, il n'est aujourd'hui possible d'affirmer 
l'irrationalité de Cg(3) pour aucune valeur de q. En fait, seule l'irrationalité de 
QqiX) est connue [5j pour diverses valeurs de q. D'autre part, on sait depuis [Ï5] 
que 1, Cç(l), Ccî(2) sont linéairement indépendants sur Q pour 1/q G N \ {1}. 
Dans cette direction, le résultat principal de Krattenthaler, Rivoal et Zudilin 
dans [12] affirme que pour 1/q £ Z\{ — 1;1} et A entier pair : 

dimQ (Q + QCg(3) + • • • + QCgiA - 1)) > f{A), (1.1) 

ArA + A- Ar'^ 
[^ + 2)A + 8r^' 

Cette minoration donne des informations asymptotiques via l'équivalent 



ou 



f(A)= max f(r;A) avec f(r;A): 

l<r<A/2 



f(A) ~ — , VÂ lorsque A +oo, 

^ ^ 2V7r2 + 12 

mais aussi quantitatives. En effet, il suffit de choisir une valeur de A > 4 
la plus petite possible et donnant une dimension supérieure ou égale à 2 
(l'idéal serait ^ = 4, ce qui montrerait l'irrationalité de ^^(3)). Cependant, il 
s'avère dans [l2] que la valeur minimale exploitable est A = 12, ce qui fournit 
le résultat suivant : pour 1/q E Z \ { — 1; 1}, au moins l'un des nombres 
Cg(3),Cg(5),C<î(7),Cg(9),Cg(ll) est irrationnel. 

Le but de cet article est d'améliorer (jl.ip et de raffiner le résultat quanti- 
tatif ci-dessus, en prouvant les deux théorèmes suivants. 

Théorème 1.1. Pour 1/q £ Z \ {—1; 1} et tout entier pair A > 4, on a la 
minoration : 

dimQ (Q + QCg(3) + • • • + QUA - 1)) > giA), (1.2) 



ou 



4rA + A — Ar"^ 

g(A)= max g(r;A) avec g(r; A) := -ri^j ^- , 
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g{A) vérifiant g{A) ~ -—p==== V A lorsque A +00. 

On remarque ainsi qu'asymptotiquement, g se comporte comme / via l'égalité 

VI ^ 2Vvr2 + 12 

Cependant, pour toute valeur fixée de A, ce premier théorème améliore la 
minoration de [12j puisque g{A) > f{A) (car g{r;A) > f{r;A)). Cette com- 
paraison donne en particulier les inégalités suivantes : 

/(lO) < 1 < 5(10) = 5(10; 2) ~ 1, 001, (1.3) 
/(38) < 5(38) < 2 < /(40) < 5(40), (1.4) 
/(86) < 3 < 5(86). (1.5) 

La conséquence immédiate de (|1.3p est le Théorème 1.3 ci-dessous, qui est un 
raffinement de la version quantitative de [12] déjà mentionnée. Les inégalités 
(jl.4p montrent que le Théorème 1.1 permet de retrouver, sans l'améliorer, 
le résultat suivant, déjà conséquence de (jl.ip : pour 1/q G Z\{ — 1;1}, il 
existe deux entiers impairs ji et j2 tels que 3 < ji < j2 < 39 et 1, Cg(ji) 
Cq{j2) soient linéairement indépendants surQ^. En revanche, (ll.Sp fournit une 
amélioration par rapport à (jl.ip . qui peut s'écrire : 

Corollaire 1.2. Pour 1/q G Z \ { — 1;1}, il existe trois entiers impairs ji, 
j2 et js tels que 3 < ji < j2 < is < 85 1, Cg(ii), CqU2) et Cg(j3) soient 
linéairement indépendants sur Q. 

Voici maintenant notre deuxième résultat, qui est une conséquence de (|1.3p : 

Théorème 1.3. Pour 1/q £ Z\{—1; 1}, au moins l'un des nombres C(î(3), Cgi^); 
Cq(7),Cg(9) est irrationnel. 

Il est intéressant de noter que la technique adoptée dans [T2] est tout 
à fait parallèle (mais dans le monde des g-analogues) à celle de [l8], ori 
il est démontré qu'au moins l'un des nombres ("(5), CC''), • • • , C(21) est irra- 
tionnel. Or les auteurs de pjj démontrent la conjecture des dénominateurs 
formulée dans [T7|, ce qui a pour conséquence le fait qu'au moins l'un des 
nombres C(5), C(7), • • • , C(19) est irrationnel. C'est pourquoi le Théorème 1.3 
n'est pas complètement une surprise, les auteurs de [12] estimant à la fin de 
l'introduction qu'il est 'probable' que l'on puisse prouver ce résultat, à condi- 
tion de formuler et de démontrer une certaine 'g-conjecture des dénominateurs'. 

Nous profitons de cette introduction pour donner les grandes lignes de 
démonstration du Théorème 1.1. Nous utilisons la proposition suivante, qui 
est un cas particulier du critère d'indépendance linéaire de Nesterenko [13] : 
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Proposition 1.4. Soient un entier N > 2 et des réels vi, . . . ,vn . Supposons 
qu'il existe N suites d'entiers {pj,n)n>o st des réels ai et 02 avec «2 > tels 
que : 

i) lim -^\og\pl^nVl^ VpN,nVN\ = -oii, 

a) pour tout j G {1, . . . , N}, on a limsup — log \pj,n\ < «2- 

n— >+oo 

Alors la dimension du Q-espace vectoriel engendré par vi, . . . ,vn vérifie : 
dimQ {Qvi + ■■■ + Qvn) > 1 + — • 

«2 

Remarque 1.5. Si en plus des hypothèses de ce critère on connait un facteur 
commun 5„ aux pjn, et si hm —^log \ôn\ existe et vaut 6 (< «2)1 alors en 
considérant les nouvelles suites d'entiers ipj,n/Sn)n>o^ on obtient : 

dimQ {Qvi + ■■■ + Qvn) > 1 + ^^1^ ( > 1 + ^ gi ai > 

«2 - V '^2 

Afin d'exploiter le critère de Nesterenko dans notre contexte, l'idée con- 
siste à analyser la série hypergéométrique suivante (voir la partie 2 pour les 
notations) : 

. (^k—rn ^k+n+l\ 

Sn{q) ■■= {q)t^'Y.^l - ^ 'L >-niqKA-2r)n/2+kA/2-k^ 

k>l ^"+1 

oîi \q\ ^ 1, A entier, r S N* et A > 2r. Cette série a été suggérée, mais pas 
utilisée, dans [12], les auteurs préférant étudier une autre série, notée Sniq), 
pour prouver leurs résultats. La première étape est une réécriture de Sn{q), 
sous forme d'une combinaison linéaire en des Ç,q{2m + 1), m S N* : 

A-l 

Sn{q) = PoAq) + E hniQKgU), 

j impair 

OÙ \q\ < 1, ^ est pair et les Pj,n{q) sont à priori dans Q((7), c'est-à dire des 
fractions rationnelles en q (donc aussi en 1/^), à coefficients dans Q. Dans un 
deuxième temps, on cherche un dénominateur commun Dn{q) à ces fractions 
rationnelles en 1/q, vérifiant : 



Dn{q)P,,n{q) e Z 



VjG{0,3,5,...,^-l}. 



Lorsque 1/q G Z\{ — 1;!}, la Proposition 1.4 appliquée à la combinaison 
linéaire Dn{q) x 5„(g), ainsi que les estimations asymptotiques de Sniq), 
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Pj,n{q) et Dn{q), nous permettent de retrouver (jl.ip . 

Notre amélioration, dont le résultat est donné par le Théorème 1.1, se situe au 
niveau du dénominateur commun Dn{q) : nous formulons, puis démontrons, 
une g-conjecture des dénominateurs (voir le Théorème 4.1) qui fournit un nou- 
veau dénominateur commun Dn{q) divisant Dn{q). La minoration (ll.2p du 
Théorème 1.1 est obtenue via l'estimation asymptotique de 5n ■= Dn{q) / Dn{q) 
(voir la Remarque 1.5 qui suit la Propriété 1.4). 

Remarque 1.6. Pour démontrer directement le Théorème 1.3, le critère de 
Nestenrenko n'est pas nécessaire. Il suffit en effet d'obtenir une estimation 
asymptotique de la combinaison linéaire à coefficients entiers Dn{q) x Sniq), 
1/q G Z\ {-1;1}, en Cg(3), Cg(5), Cq{7) et (gi^) (avec les choix ^ = 10 et 
r = 2). Il n'est donc pas nécessaire de borner la hauteur des coefficients de la 
combinaison linéaire, ceci n'est utile que pour l'indépendance linéaire. 

Cet article est organisé comme suit. La deuxième partie est destinée 
à quelques notations concernant les g-séries qui seront utiles ensuite. La 
troisième partie est consacrée à l'étude de la série Sniq) évoquée ci-dessus. 
L'utilisation de Sn{q) nous permet de redémontrer la minoration (ll.ip de [12] . 
et de dégager quelques lemmes clés. Dans cette même partie, nous expliquons 
par ailleurs comment le nouveau dénominateur Dn{q) permet d'obtenir le 
Théorème 1.1. Dans la quatrième et dernière partie, nous nous consacrons 
exclusivement à l'étude de Dn{q) : nous exprimons notre g-conjecture des 
dénominateurs (Théorème 4.1), et nous en donnons une démonstration util- 
isant une formule de transformation de séries hypergéométriques basiques due 
à Andrews [HE]. 



2 Notations 

Donnons comme annoncé ci-dessus quelques définitions et notations issues du 
langage des g-séries, que le lecteur pourra retouver plus en détails dans 

Etant donné un nombre complexe q (la "base") tel que \q\ ^ 1, on définit 
pour tout réel a et tout entier /c G N, le q-factoriel montant par : 

, - _ , - / 1 si A; = 

{ah^{a;qh := | (i _«)... (i _ «^^-i) ^i ifc > 0. 

La base q peut être omise lorsqu'il n'y a pas de confusion (en notant (a)^ 
pour (a; q)k, etc), tout changement de base (par exemple q remplacé par p = 
1/q) sera précisé dans les paragraphes concernés. Pour des raisons pratiques, 
notons pour A; G N : 

(ai, ... , am)k ■= {ai)k x • • • x {am)k- 
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Rappelons aussi le coefficient q-binomial : 



n 




n 




q 


k,n — k 



{<l)n 



{q)k{q)n- 



et plus généralement le coefficient q-multinomial : 



n 



kl, ...,ki,n- kl 



iQ)r 



{q)ki---{q)ki{q)n-ki — kl' 



qui sont des polynômes en q, k coefficients entiers (voir par exemple [201 
Enfin, rappelons la notion de série hypergéométrique basique s+i't's '■ 



s+l<Ps 



ao, «1, • • • , «s 
bi,...,bs 



k=0 



(gp, ai, ... , as)k 
{q,bi,...,bs)k 



avec aj € C pour < j < s, et bj q^ 1 pour tout A: G N et 1 < j < s. La 
série converge toujours pour \z\ < 1, et on dit que s+i4's est : 

• bien équilibrée (well poised) si qaQ = aibi = • • • = 0^65 

• très bien équilibrée (very well poised) si elle est bien équilibrée et de 
plus ai = qy/ÏÏQ. 



3 Une série très bien équilibrée 

Reprenons la série définie dans l'introduction par : 



Sn{q) := {q)Û-''Y.(l-q 



2fc+n' 



(q 



k—rn A:+n+l^ 



fc>i 



(^qk\A 



)rn k(A-2r)n/2+kA/2~k 



, (3.1) 



n+l 



pour A entier pair, r G N* et A — 2r > 0. Remarquons que cette série converge 
alors pour |g| / 1. La série Sn{q) vérifie 

Sn{l/q) = -q'^^'-'^Mq), (3.2) 



relation qui provient du choix de la puissance de q dans le sommande de (I3.ip . 
La relation (j3.2p va permettre d'exprimer Sniq) comme combinaison linéaire 
sur Q des valeurs de Q aux entiers impairs positifs seulement, alors que l'on 
pourrait s'attendre à priori à voir apparaître aussi les valeurs de (g aux entiers 
pairs positifs. D'autre part on peut écrire 



Sniq) 



^(rn+l)((A-2r)n/2+A/2-l) |--|^ _ ^n+2rn+2-j ^^-j^-2r W' )rn 



X A+4(Aa+3 



a, ç^â, -qyfâ, q 



rn+l 



rn+1 



/a, g 



(r+l)n+2 



,9 



^' -a „(^-2r)n/2+A/2-l 
(r+l)n+2i y; V 
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avec a = g{2r+i)n+2^ montre que Sn{q) est une série hypergéométrique 

basique très bien équilibrée. Cette propriété nous permettra de formuler puis 
de démontrer notre g-conjecture des dénominateurs dans la partie 4 (voir le 
Théorème 4.1). 

Pour \q\ < 1, ^4 entier pair et r G N* tel que A — 2r > 0, nous allons 
successivement dans ce paragraphe démontrer les : 

• Lemme 3.2 (paragraphe 3.1) : on a 

A-l 

Sn{q) = Po,n{<l) + Y. hniQ)Cq{j), 

3=3 
j impair 

OÙ pour j G {0, 3, 5, . . . , ^ — 1}, les Pj^nio) sont des fractions rationnelles 
en q qui seront explicitées. 

• Lemme 3.5 (paragraphe 3.2) : si on pose (i„(g) = ppcm(g — 1, . . . , g" — 1), 
alors pour j G {0, 3, 5, . . . , ^4 — 1} et a = —^4/8 — r^/2, il existe des réels 
/3 et 7 ne dépendant que de ^ et r tels que 

, avec Z)„(g) = (^-l)!gL-^+^"+^Jd„(l/g)^, 

où [xj désigne la partie entière de x. 

• Lemme 3.6 (paragraphe 3.3) : on a 

liin l^\og\Sn{q)\=-\r{A-2r)\og\l/q\. 
n— >+oo n I 

• Lemme 3.7 (paragraphe 3.3) : on a 

limsup \ log \Pj,n{q)\ <\{A + 4r') log |l/g|, Vj G {0, 3, 5, . . . , ^ - 1}. 

n— >+oo fi o 

• Lemme 3.8 (paragraphe 3.3) : on a 

1 f A r"^ 3yl\ 

lirn — log |L>„(g)| = - + - + — log |l/g|. 
n-^^+oo \ 8 2 TT^ y 

Alors ces cinq lemmes permettent, pour 1/q G Z \ {— 1;1}, d'appliquer la 
Proposition 1.4 à la combinaison linéaire 

A-l 

Dn{q) X Sn{q) = Dniq)Po,n{Q) + Y. Dn{q)P,,n{qMj), 

j impair 



Dn{q)Pj,n{q) e Z 
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avec les valeurs 



,'A 3^ r , , , . , , , 

«1 = - ( - + y + ^ - 2 - 20 ) log |l/g| 



A , r'^ , 3A A , r2\ , , /A , ^ ■ 



et 



a2=^3+y + ^+g+yJlog|lA| = ^- + r^ + ^J log|l/g|, 
ce qui implique 

dimQ(Q + QCg(3) + QC,(5) + • • • + qCg{A - 1)) 

^ ^^ai 4rA + A - 4r2 



«2 (|| + 2) ^ + 8r2 ' 

redémontrant ainsi la minoration (jl.ip . 

Cependant, des calculs numériques avec le logiciel Maple confirment (comme 
le fait que Sn{q) soit très bien équilibrée le laissait espérer) que le dénominateur 
commun des Pj^nil) du Lemme 3.2 pourrait bien être de la forme : 

^„(g) = (A-l)!çL-^+/5-+7Jd„(i/g)A-i^ „ = (3.3) 

c'est-à-dire que l'on gagnerait une puissance de dn{l/q) par rapport au choix 
Dn{q). Ceci donnerait alors (voir la Remarque 1.5 qui suit la proposition 1.4, 
avec ô = lim„_^oo ^ ^ogdn{l/q) et l'estimation (j3.29p de d„(l/g)) : 

dimQ(Q + QCg{3) + QC,(5) + • • • + QCM - 1)) 

ai + ô ArA + A- Ar'^ 



> 1 + 



ce qui démontrerait le Théorème 1.1. Nous en déduisons donc que pour prou- 
ver le Théorème 1.1, il nous suffit de montrer que le choix ()3.3p est valide, 
c'est-à-dire 



Dn{q)Pj,n{(l) e 



1 



ViG{0,3,5,...,^-l}, (3.4) 



ce qui fera l'objet de la quatrième partie. 
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3.1 Combinaisons linéaires en les Cgi'^j + 1)? J ^ 
Posons 

(n+l)/2(9)n-'^'(r™T,g«+lr), 



Rn{T; I 



de sorte que 



rp{A~2r)n/2+A/2~2 -An{n+l)/2 



(T- 1)^... (T 



-n\A 



, (3.5) 



k>l 



Remarquons que le degré en T de la fraction rationnelle Rn{T; q) vaut — (n + 
1)(^ — 2r)/2 — r — 2 et est inférieur ou égal à —3 puisque A > 2r > 2. La 
décomposition de cette fraction en éléments simples s'écrit 



A n 



A n 



dsj,n{q) 



s=l j=0 

avec ds,j,niq) = {-'^Yq^'^Csj^niq) et 



{T-q- 



s=l j=0 



(1 - Tgi 



Cs,j,n{q) 



1 



{A -s)] 
q-js 

{A-s)\ [du 



j^Rn{T;q){T-q 



:Rn{uq-^;q){u-iy 



T=q-i 



u=l 



(3.6) 
(3.7) 



La définition ()3.5p conduit à la relation Rn{Tq^\ \/q) = q""^^ '^^ Rn{T; q), qui 
a pour conséquence pour tous j £ {0, . . . , n} et s £ {1, . . . , A} 



4,n-,>(l/g) = g"^'' ^^dsjAl)^ 



ou de façon équivalente 

Ce 



,n-j,n 



(i/q) 



n(s+r-2) - 



(q)- 



(3.8) 



(3.9) 



Remarque 3.1. La relation p.Sp est un peu différente de celle prouvée dans 
[r2j . sauf dans le cas r = 1, ce qui n'est pas une surprise car la série Sn{q) 
coïncide pour r = 1 avec la série Sn\q) := Sn{q) — Sn{l/q) utilisée dans [12]. 

Nous aurons besoin dans ce qui suit des nombres de Stirling de première 
espèce sans signe (voir [20]), qui sont des nombres entiers notés c{s,j) (oii s 
et j sont deux entiers tels que 1 < j < s) et définis par 



X 



(x + 1) . . . (x + s - 1) = ^ c{s,j)i 
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Lemme 3.2. On a pour \q\ < 1, A pair et r G N* tel que A — 2r > : 

A-l 

Sn{q) = PoAq) + Yl hniq)Cg{j), (3.10) 



j=3 
j impair 



OÙ pour j = 3,5, . . . , A — 1, 

, ~ ï d ^ 1 

,(3.11) 



PoAq) ■■= î'0,n(l,9)-g-"('-')^'0,n(l,l/g) 

{s-l)l 



|A,n(.,g) 



2 = 1 



A 



et 



A n j k-j{l-s) 

s=i j=i k=i V y ; 

n 

Ps,n{^,q) := (-l)^^(7^(^-i)a,,,,„(g)z^\ (3.14) 
j=0 



Démonstration. Reprenons les fonctions intermédiaires de [T2] définies par 



Zs{z;q) := Ylk>i fi-oM^ ^ 6* ^Àq) '■= Zsil;q), vérifiant notamment pour 



s > 2 

2 ^ 

Zs{q) - Zs{l/q) = c{s-l,j-l)Cq{j), (3.15) 

j impair 

et convergeant pour tout s > 1 dès que \q\ < \z\. Nous utiliserons le fait que 
Zs{l/z; 1/q) converge pour tout \z\ < \q\^~^. Posons alors pour \q\ < \z\ 



Sn{z;q) ■.= Y,<l^Rn{q^;q)z ^ 



Il n'est pas difficile de voir que 5„(z; q) converge dès que \z\ > |q|(^~2r)n/2+A/2-i 
et Sn{i/z;l/q) converge dès que \z\ < Les deux séries 

Sn{z;q) et Sn{l/ z;l/q) convergent donc simultanément pour \q\ < |2;| < 1 
lorsque A> 4:. Un calcul simple montre que 

5„(1; q) - g-'^('-i)5„(l; 1/q) = 5„(g). (3.16) 

Par ailleurs, en utilisant la décomposition en éléments simples de Rn{T;q), 
on obtient 

A 

Sn{z;q) = PQ^n{z,q) +Y,Ps,n{z,q)Zs{z;q), (3.17) 

s=l 
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où Po,n(-z,ç) et Ps^n{z,q) sont des polynômes en z définis par (|3.13p et (|3.14p . 
Or, en reprenant la définition (j3.14p . on s'aperçoit que la relation p.Sp se 
traduit pour s > 1 par Pg^ni'^/ q) = z~'^q"'^^~^^Ps^n{z,q), ce qui nous 
donne l'idée d'étudier maintenant la série 



5„(z; q) := q) - 1/q), 



(3.18) 



avec la condition \q\ < \z\ < 1 assurant la convergence. Le développement 
(j3.17p . puis la relation ci-dessus entre Pg^ni'^/ z,l/q) et Ps^n{z,q), permettent 
alors d'écrire pour \q\ < |z| < 1 

Sn{z;q)=P^,n[z,q)-q-'''^'-^h-''P^,^{l/zMq) 

A 

+ Y, Ps,n{z, q){Zs{z; q) - Z,{l/z; 1/q)). (3.19) 



Il ne reste plus qu'à faire tendre z vers 1 dans p.l9p pour obtenir le Lemme 3.2, 
via la définition (13.181) et les égalités (j3.15p et (j3.16p . étant entendu (comme 
dans Ll2j) que 



limPi^n{z,q){Zi{z;q) - Zi{l/ z;l/q)) 

2— î-l 



■^Pl^n{z,q) 
az 



z=l 



□ 



3.2 Propriétés arithmétiques des Pj „ 

En vue de trouver un dénominateur commun Dn{q) aux coefficients Pj^n{q) £ 
Q((7), rappelons que dn{q) G est le polynôme unitaire, de plus petit degré 
et multiple commun de 1 — g, 1 — g^, . . . , 1 — g". On démontre alors les deux 
lemmes suivants, qui permettront de déduire le Lemme 3.5. 

Lemme 3.3. Pour tous s G {1, . . . , A} et j G {0, . . . , n}, on a : 



dn (1/^)"^ " Csj,n{q) G 



1 



Démonstration. Écrivons (13.61) sous la forme 



Cs,j,n{q) 



(A 



SI 



dT^- 



T=q-j 



avec 



V;(T;, 



Rn{T-q){T-q~^)^ 

^^-s^A-2r rj.{A-2r)n/ 2+ A/ 2-2 ^~An(n+l)/ 2 

{q-'^T,q^+^T)rn 



(T - 1)^ ... (T - q- 



■n\A 



(T 



(3.20) 



. (3.21) 



12 



On regroupe les termes de Vn{T; q) de la manière suivante : 

r 

Vn{T;q) = q''''^+^''+''T^''^-'^F{T)^l^-^G{T)^'^-''WHi{T)Ii{T), 



1=1 



où a, b et c sont des entiers dépendant uniquement de A et r, les fonc- 
tions F, G, Hi et II étant celles définies dans |12j . Donc en utilisant leurs 
décompositions en éléments simples (voir jl2j). on s'aperçoit que si l'on note 
U n'importe laquelle de ces fonctions, ou même 

alors 



UiT) 



G Z 



T=q-i 



V/i e N. 



On conclut en utilisant (j3.20p et en appliquant la formule de Leibniz de 
dérivation [fi = A — s)-ième d'un produit de fonctions. □ 



Lemme 3.4. Soit a = —A/'è — 12. Il existe alors j3' et 7' réels dépendant 
uniquement de A et r tels que pour tous {s,j) G {1, . . . ,A} x {0, . . . , n} ; 

lim 9""'+^'"+^'c,j>(g) < 00. 

q—t+co 

Démonstration. Reprenons l'expression (j3.20p de la démonstration précédente, 
et posons Vn{T;q) := -^Vn{T;q) /Vn{T;q) la dérivée logarithmique en T de 
Vn{T;q). Comme dans [12], la formule de dérivation de Faà di Bruno donne 
alors pour tout // G N 



fci + -+MfcM=M Z=l ^ ^ 



Or par définition 

Vn{T;q) = ^(logK(T;g)) 



(A-2r)n/2 + A/2-2 
f ^ 



m ^ 

^ ^ T - g* 



rn+n ^ n ^ 

+ y -^--ay—^, 

i=n+l ^ i=0 ^ 
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donc pour / G N 



- 1)! dT^- 



, (A-2r)n/2 + A/2-2 vA 1 
-MT; q) = ^ ^ + y: 



rn+n 



Or on peut écrire ceci sous la forme 

(_lV-i d'-i , _ , (A - 2r)n/2 + ^/2 - 2 , ^ 



rn+n 



y 



i=n+l ^ ^ ' i=0 ^ ^ 



ce qui implique que Vj G {0, . . . lim g ■'^ 

On en déduit que pour /ci + • • • + fikf^ = fi, 



.1 n 



:ïVn{T;q) 



< oo. 



T=q-i 



lim g' ■^'^ 

g^+oo 



i=i ^ ^ . 



< oo. 



(3.23) 



T=q-i 



Par ailleurs la puissance dominante de q apparaissant dans Vn{q défini 
grâce à (|3.2ip est de la forme : 

j{nA/2 - A + 2) - fA/2 + rn{rn - l)/2. 



Il suffit maintenant de choisir ^ = A — s dans ()3.22p . puis à l'aide de ()3.20p 
et de p.23p on obtient : 



lim g-J-(A-^)-(j(nA/2-A+2)-,2A/2+rn(™-l)/2)g^^^.^(^) ^ 



OO . 



On conclut alors aisément puisque pour tous (s, j) G {1, . . . , ^} x {0, . . . , n}, 

-j{A -s) - {j{nA/2 -A + 2) - fA/2 + rn{rn - l)/2) > an^ + /3'n + 7' , 

avec a = -A/8 - r'^/2, (3' = {r - l)/2, 7' = -1/(2^) (cette borne inférieure 
est obtenue pour s = 1 et j = n/2 + 1/A). □ 
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Le Lemme 3.4 implique que linig-^+oo "+'>' ^Csj^nio) < oo 

pour tous (s, j) G {1, ... ,^4} X {0, ... ,n} puisque linig^+oo dn(l/g) = dn{0) = 
±1. En utilisant le Lemme 3.3 on obtient donc que pour a = -A/8 - il 
existe /?' et 7' réels ne dépendant que de A et r, tels que pour tous (s,j) G 
{1,...,.4} X {0,...,n} 



(3.24) 



D'après les expressions (I3.1ip - (l3.14p . l'équation (|3.9j) . la définition de dn{l/q) 
et le fait que 

ï d 1 " 

—Pi^n{z,q) = -^j cij^niq), (3.25) 

on déduit de (j3.24p le lemme suivant (de simples calculs montrent que les 
valeurs l3 = P' — A + let'y = j' + A — 2 conviennent) : 

Lemme 3.5. Pour a = —A/8 — 'r^/2, il existe (5 et ^ réels ne dépendant que 
de A et r tels que : 



{A-iy.q^"^'+('^+^idnil/q)^-'Pj,n{'î) e 



VjG{3,5, 



et 



Ainsi, en posant 



ql»nHPn+^idn{l/q)^P0,niQ)^^ 



Dn{q) = (A - l)!gL-^+^"+^Jd„(l/g)^, 



,A-1} (3.26) 
(3.27) 

(3.28) 



on obtient : 



Dn{q)Pj,niQ) e ^ 



Vj G {0,3,5,...,^-!}. 



3.3 Estimations asymptotiques 

On évalue maintenant asymptotiquement Sn{q), puis les coefficients Pj^n{q) 
de p.lOp . et enfin Dn{q). Fixons A entier pair et r G N* tel que A - 2r > 0. 



Commençons par l'estimation asymptotique de Sn{q), donnée par le lemme 
suivant : 

Lemme 3.6. Pour tout \q\ < 1, on a : 

lim ^log|5„,(g)| = -K{A-2r)log\l/q\. 

n— >+oo Z 
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Démonstration. On note Pk{q) = q''{^ — q'^''^"')Rn{q^', q), de sorte que Sn{q) = 
J2k>i Pk{q)- 1^ définition (j3.5p de Rn{T;q), il apparait clairement que 

Pfc(g) = <^ A; e {0, . . . , ru}. Or on a pour A; > rn + 1 



Pfc+llgj ^ (A-2r)n/2+A/2-l ^"g / 1 - 

Pfc(g) l_g2fe+n l_qk-rn [^1 _ qk+n+1 

Comme j4 — 2r > 0, \q\ < 1 et /;:> rn + 1, on a donc pour n grand la 
majoration uniforme en k : 



pk+i{q) 



pk{q) 



< I |{A-2r)n/2 



1 + 



A+3 



1 

<3' 



ce qui permet comme dans [12] d'écrire l'encadrement 



Or 



1 ~ 3 

^\prn+l{q)\ < \Sn{q)\ < -\prn+l{q)\- 



donc on obtient 



l ~ 1 1 

lim — log |S'„(g)| = lim — log |/9,.n+i(g)| = --r(A - 2r) log |l/g|. 



n— >+oo n 



n— >+c« n 



□ 



Donnons maintenant l'estimation asymptotique des coefficients Pj^n{q) de 
p.lOp . à l'aide du lemme suivant : 

Lemme 3.7. Pour tout j G {0, 3, 5, . . . , ^4 — 1} et \q\ <\, on a : 
limsup^log|4„(g)| < \{A + ^r'^)\og\l/q\. 

Démonstration. Remarquons tout d'abord que pour des nombres complexes 

ai,n (0 < i < n), 



1 



Vi G {0, . . . , n}, limsup log |aj^„| < c =^ limsup —g log 



?i— >+oo ^ 



1 



î=0 



< c. 



Ceci montre, via les définitions des Pj^n{q) données par (j3.1ip - (j3.14p . qu'il 
suffit de prouver que l'estimation du lemme est valide pour les coefficients 
ds,j,n{q) = [—^Y q^^Cs^j^n{q) -, uniformément en j et s. Fixons maintenant j G 
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{0, ...,n} et r] = (1 — \q\)/2 > 0; la formule de Cauchy appliquée à (|3.6p 
donne alors 

où C désigne le cercle de centre 1 et de rayon r]. Reprenons donc l'expression 
()3.5p . qui conduit à 



Rn{Tq-^;q){l - T)"-'^ = q-MA~2r)n/2+A/2-2)j^{A-2r)n/2+A/2-2 

x{q)fr''-a-T) 



A-2rn r^,s-l{Q-'"''-'T,q^ -^+'n 

A 



iTq-^)û+l 

Ceci peut s'écrire après quelques transformations élémentaires 

Rn{Tq~^;q){l - T)""^ = g^iV2-Anj/2+2j-™(™+l)/2j.^{n-2j)/2+A/2 



n-j 



En vue de majorer cette expression pour T G C, on reprend maintenant les 
encadrements de [12] valables pour (a, 6) G N* x N, T G C et = (1 — \q\)/2 : 

0< (k|(l+ry);kl)oo < liq^m < (-(l+r?);|ç|)oo 
< i\q\/il - v); \q\)oo < liqVm < (-1/(1 - ??); \q\U, 

|3.A{n-2i)/2+A/2-2| < (^^^(^ ^ ^. -^/(^ _ rj))^n/2^^ ^ ^^A/2-2 



et 



puis 



et 



l(9)n| <(-|(zl;kl)oo et |i-rr-^-i< 1/77^+1 



Il ne reste donc plus qu'à majorer la puissance de q dans l'expression de 
Rn{Tq~^;q){l — T)*^^ ci-dessus. Ceci se fait en remarquant que la fonction 
j I— > Aj^ /2—Anj/2+2j—rn{rn+l)/2 atteint son maximum en j = n/2—2/A, 
et cette valeur maximale est de la forme —An^/S — r'^n?/2 + An + ^, A et /i 
étant des réels ne dépendant que de A et r. Tout cela conduit à la majoration 

l4.,n('Z)|<C0X|g|-(^+4'^>V8^ 

oii cq ne dépend ni de j ni de s, et vérifie lim c}^"' = 1, ce qui permet de 
conclure. □ 
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Finalement, donnons l'estimation asymptotique de Dn{q) défini en (|3.28p : 
Lemme 3.8. Pour tout \q\ < 1 on a 



1 / A r 3 A 

lim —log|Z)„(g)| = - + - + — log|l/g|. 



Démonstration. Pour jg] < 1 on a l'estimation (voir [7] et |21j ) 

lim J^log|d„(l/g)| = ^log|l/g|, (3.29) 

donc la conclusion est immédiate à l'aide des expressions de Dn{q) et de a 

données par p.28p . □ 



4 Démonstration du Théorème 1.1 
4.1 La g-conjecture des dénominateurs 

D'après le Lemme 3.5, le dénominateur commun à tous les coefficients Pj^niç) 
(j G {0, 3, 5, ... , A — 1}) dans l'expression (j3.10p est de la forme Dn{q) = {A — 
+^"+'>'J(i„(l/g)"^, avec a = —A/8 — r'^/2. Comme nous l'avons vu dans 
la partie précédente, l'amélioration donnée par le Théorème 1.1 correspond 
au gain d'une puissance de dn{l/q) dans ce dénominateur commun. Or il 
apparaît clairement dans (j3.26p que le dénominateur commun aux Pj^n{q) pour 
i G {3,5,... ,A-1} est de la forme Dn{q) = - 1)! gL""'+'3"+^Jd„(l/g)^-i, 
avec a = —A/9> — r^/2. Il suffit donc de prouver que cela reste valable pour 
Po^n{q)- Ainsi le Théorème 1.1 est une conséquence du résultat suivant, qui 
est l'expression de notre g-conjecture des dénominateurs : 

Théorème 4.1. Soient A entier pair r G N* tel que A — 2r > 0. Soit 
a = —A/8 — r^/2; il existe fi et ^ réels ne dépendant que de A et r tels que : 



,L""'+/5"+^Jd„(l/<7)^-lPo,n(ç) G 



Remarque 4.2. Il est possible, mais inutile dans le cadre de la preuve du 
Théorème 1.1 à laquelle se limite cet article, de prouver avec des outils simi- 
laires à ceux qui suivent qu'en fait : 



(A - l)!gL-^+'3n+7j^^(l/^)A-,-lp^. ^(^) ç 



ViG{0,3,5,...,A-l}. 
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4.2 Une condition suffisante 



En vertu du fait que limg^^ao dnil/q) = dn{0) = ±1 et de la formule (|3.27|) 
du Lemme 3.5, il suffit pour prouver le Théorème 4.1 de montrer que 



dn{l/q)'^-^P0,n{q) e 



D'abord, le troisième terme de (jS.lip servant dans le Lemme 3.2 à définir 
PoAq) vérifie grâce à KM\ et (f3:25]l : 



Il suffit donc de démontrer que 



-^Pi^riiz,q) 
az 



z=l 





1" 




q; - 




. q. 



Reprenons donc la définition (j3.13p de Po,n(-2î q), qui à l'aide d'un calcul simple 
et de p.9p permet d'écrire : 



A n 



PoA^, q) - g-"(^-')Po,n(l, 1/9) = É É 



-k\s 



Vk, (4.1) 



s=l k=l 



ou 



d 



A-s 



{A-sy. du^-' 
avec comme notation 



j=k 



-fc(s-l) 



ej{u) 



(4.2) 



u=l 



q-'Rn{q''u,q){u-l)^ 

(^_lYn^A/2-2+(n^2j)A/2^-r'^n^/2~nr/2-j{n-j)A/2+j 

{qUV ( {q)n \^(g^+in-i,g-+i-%) 



n-j 



{q,q)r 



■ (4.3) 



La formule (14. ip est en fait obtenue en inversant les sommes en j et en k 
définies en (j3.13p . Cette étape déterminante nous permettra d'extraire un 
facteur de 14 (voir (14. 5[) ci-dessous). Notons que l'on a 



Cs,j,n {q) 



1 



{A-s)\ 



jA-s 



(4.4) 



u=l 
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et que ej{u) est en fait défini pour A G 2N et r G N quelconque. 

Du Lemme 3.3 et de la relation (j4.4p . on déduit que pour tout s G 
{h..., A} et j G {!,..., n}, dn{l/q)^-^ [d^-^ej{u)/du^-']^^^ G 
et par suite que pour tout k G {l,...,n}, dn{l/q)'^~^Vk G Z[g;l/g]. Ceci 
ne prouve pas le Théorème 4.1, mais par définition de dn{q), il suffit via 
l'équation (j4.ip de montrer que pour tous s G {1, . . . ,A} et k G {!,..., n}, 
on a en fait : 

1 



■dn{i/q)^-'VkeZ 



1 



(4.5) 



C'est ceci qui se révèle difficile, tous les termes définissant Vk étant importants. 
En effet, les calculs effectués avec le logiciel Map le montrent que cela est faux 



si l'on remplace Vk défini en (14. 2p par 1/{A — s)! x [d"^ ^ej{u)/d 



u 



A-s^ 



,A~s^ 



\u=l 



ou 



même 1/{A - s)\ x E"=fe ^^''^'"^^ [d^-'ej{u)/du' j^^^. 

Ecrivons maintenant notre condition suffisante nous permettant d'obtenir 
le Théorème 4.1 et donc le Théorème 1.1 : pour tous s G {l,...,^} et 
A: G {1, ... ,n}. 



dn{l/q) 



As 



l-q-^ {A-s)\ 



d^' 



du 



A-s 



^ej{u){l - q 



j=k 



(4.6) 



u=l 



On a en effet le lemme suivant 



Lemme 4.3. Soit A entier pair, r G N* entier tel que A — 2r > 0. Fixons 
s G {1, ... ,^} et k £ {1,. . . ,n}. Si 



1 



dn{l/q) 



A-s 



(A 



d^' 



du^~ 



.^e,(n)(l-g"-2^- 

j=k 



U 



1 



n=l 



alors 



■dn{l/q)^-'VkeZ 



1 

q; - 
q 



La condition suffisante (14. 6p sera démontrée par le lemme clé du para- 
graphe 4.3. 

Remarque 4.4. On a ainsi remplacé la somme définissant en (j4.2p par 

Yl^=k ej{u){l — q^~'^^u'^). L'intérêt de cette dernière somme est que, contraire- 
ment à celle définissant Vk, elle peut s'écrire comme limite d'une série hy- 
per géométrique basique très bien équilibrée, qui elle-même pourra s'exprimer 
(via une transformation due à Andrews donnée au paragraphe 4.4) à l'aide 
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d'une somme multiple X]j^i(^)> dont chaque terme possédera la propriété 
souhaitée, à savoir : 



1 dn{l/q) 



As 



l-q-'' {A-s)l 



A — vAu) 



u=l 



1 



Démonstration du Lemme 4- 3- Vk défini par (14. 2|) peut aussi s'écrire 



{A-s)\ 



jA-s 



j=k 



+ 



u=l 



{A -s) 



d^~ 



du^~ 



j=k 



u=l 



Or ej{u) défini par ()4.3p vérifie la relation 

en^j{u)=u''-Y-^^ej{l/u). 



(4.7) 



Si l'on dérive / fois cette égalité par rapport à u, et l'on spécialise u = 1, alors 
on obtient pour des Aj G Z : 



u=l 



du^ 



ej{u) 



i-i 



,'n.-2j 
u=l j=o 



du 



n=l 



De cela, nous déduisons en posant l = A — s que 14 peut s'écrire 



Vk = 14,1 + 14,2 + 



{A -s) 



d 



A-s 



du^~^ 



j=k 



(4.8) 



u=l 



avec 



Vk,i = (g-'^(^-i) - q-'') 
et pour des {ai, Pi) G 

A-s-l 

Vk,2= Y. «"'^^ 



d 



A-s 



du^~^ 



j=k 



u=l 



1=0 



d^ 

du 



u=l 



Tout d'abord, concernant Vfc,i, pour tout s G {1, . . . , ^} on a (g '^'■^ ""^^ — 
q-^)/{l - q-^) G Z[l/g]. Par ailleurs, avec le Lemme 3.3 et la relation (|4.4p . 
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on a : dnil/q)^'" /{A- s)\ x [d^-" ej{u) / du^-%=i G l/q]. On en déduit 
que : 



1 



■dn{l/qr-'Vk,i G 



1 



9; 



(4.9) 



Mais on a aussi grâce au Lemme 3.3 et à la relation (14. 4p * ^Vk^2 G 

Z[g; 1/g], donc à fortiori 



1 



l-q 



— dn{l/q)^-'Vk,2^ 



(4.10) 



Enfin on peut écrire : 
1 



{A-s)l 



^A-s " 



j=k 
1 



J u=l 



{A-s)\ 



j=k 



+ Vk,3, (4.11) 



avec Vk 3 exactement du même type que 14 2; donc vérifiant 



1 



■dn{l/q)''-'Vk,3e 



1 



9; 



(4.12) 



Finalement les expressions ()4.8p et ()4.1ip permettent de conclure, via (j4.9p . 
([TO]) et dm]). □ 



4.3 Le lemme clé 

D'après le Lemme 4.3, il suffit pour prouver le Théorème 4.1 de démontrer la 
condition suffisante (j4.6p . Celle-ci est elle-même conséquence du lemme plus 
général suivant : 

Lemme 4.5. Soient l, r, A, k et n des entiers positifs, avec A pair et k £ 
{1, . . . , n}. On a : 



1 dn {l/qy 



n 



j=k 



1 



u=l 



OÙ Cj (u) ( défini en (j4.3p ) s 'écrit : 

ej{u) = ii^/2-2+(n-2j)A/2ç-r2n2/2-nr/2-i(n-j)A/2+i 



X(-1) 



rn 1 {q)rn 



{q)n 



{q)nJ \iqu ^)jiqu)n-j 



{q,q)rn 
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Pour démontrer ce lemme, nous avons besoin d'une identité générale de trans- 
formation de séries hypergéométriques basiques, ce qui fait l'objet du para- 
graphe 4.4. La démonstration du Lemme 4.5 sera donnée dans le para- 
graphe 4.5. 

Afin d'illustrer le Lemme 4.5 lorsque / = 0, écrivons (au signe près) 
Ej=fc(l -9""^-')ei(l), dans les cas particuliers {A,r) = (0,0), {A,r) = (2,0), 
{A, r) = (0, 1) et {A, r) = (2, 1) respectivement (en posant p = 1/q) : 

n 



j=k 

n 

j=k 
n 

j=k 



\ — pn-k+1 



1-p 



J 9 



k{n-k+l) 


n 




n — 


1 




k 


p 


k- 


1 



n(n+l)/2 


n + / 




"2n - / 




n 


q 


n 



{l-p^)p- 



n{n+l)/2 


n + k 




"2n + 1 - k' 




n 


p 


n+l 



(4.13) 
(4.14) 



, (4.15) 



j=k 



nj-n{n+l)/2 


'n + f 




"2n - / 




n 




n 


q 


n 


q 


J. 



1 2 



n—k 



(1 - pk)pk~kn-k~n{n-l)/2 ^ -j^y^i (2fc+«-l)/2 



2n-k-l 
k,n — k,n — k — l 







1= 





n + k 




'n-l-ï 




_k + l 


p 




p - 



(4.16) 



L'égalité ()4.13p est obtenue par un calcul direct, alors que ()4.14p - (j4.16p sont 
obtenues par des spécialisations de la transformation de Watson finie [Oj Ap- 
pendix III, (III. 18)]. Ces identités montrent bien que X]j=A:(l ~ '?"~^"') ^i(l) ^ 
(1 — q~'')1^[q;l/q]. En particulier, (14.16P illustre le fait que ceci peut être 
visible malgré un membre de droite compliqué. 

Lorsque l'on divise toutes ces égalités par —(1 — g) = (1 — p)p~^ et l'on 
fait tendre q vers 1, on trouve respectivement les identités hypergéométriques 
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suivantes, dont les trois premières ont été données dans [Hl p. 62] : 
n 

-J2in-2j) =k{n-k + l), 

j=k 

n / \ 2 

j=k ^■'^ 



n\ I n — 1 
k [k-l 



j=k 

n—k 



y/n + a /n-/-l\ / 2n-k-l \ 
'\k + l)\ k-l J\k,n-k,n-k-lJ' 



4.4 Une transformation générale de g-séries 

Nous avons maintenant besoin, pour montrer le Lemme 4.5, d'une identité 
de transformation due à Andrews [H [2] entre une somme simple très bien 
équilibrée et une somme multiple, qui est le g-analogue du Théorème 8 de 
[TT] . Cette identité a été prouvée d'abord dans [T], avant d'être vue dans [2] 
comme une conséquence directe du lemme de Bailey [4], qui est lui-même un 
outil élémentaire et très efficace pour prouver des identités de g-séries. 

Théorème 4.6 (Andrews). Pour tous entiers m > et N > 0, pour tous 
complexes a, 6i, ci, . . . , b^+i, Cm+i, on a : 

^ - -.2k h. f> _ . _ „-A^^ 



l-aq^^ {a,bi,ci,. . . ,bra+i,Cra+i,q )k 



- a {q,aq/bi,aq/ci,... ,aq/bm+i,aq/cm+i,aq^+^)i, 



6lCi . . . bm+lCm+1 



{aq,aq/bm+iCm+i)N ^ a^i+-+lrr.-iqh+-+l. 



{aq/hm+l,aq/Cm+l)N o<ii<'^i,„<Ar (^2C2)'i • • • {bmCmY""-^ 

{q~^)i^ -TT {bi+i,Ci+i)k iaQ/biCi)k-k., 

{bm+iCm+iq-^/a)i^ fj^{aq/bi,aq/ci)i^ {q)k-l,_. 

Cette égalité justifie notre intention aux paragraphes précédants de nous 
ramener à une série très bien équilibrée. En effet, lorsque pour tout i G 
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{1, . . . , m + 1}, aq/bi / g ^ et aq/ci / g ^, le membre de gauche de ()4.17p 
peut s'écrire en terme de série hypergéométrique basique très bien équilibrée : 



2m+6'^2m+5 



a, q^/â, -q^/â, bi,ci,... ,h 



1 Om+li Cm+1, q 



-N 



/ô, aq/bi ,aq/ci,..., aq/bm+i , aq/ Cm+i , aq 



avec z = a"^^^q"^~^^~^^ /bici . . .bm+iCm+i- Cependant, si l'un des facteurs 
bi ou Ci, par exemple 6i, s'écrit aq^~^^ , alors la série hypergéométrique ci- 
dessus n'est plus une somme finie. En effet, le facteur {q~'^)k du numérateur, 
garantissant cette finitude, se simplifie avec le dénominateur {aq/bi)k- Le 
membre de gauche de (|4.17p . qui est toujours une somme finie, peut alors être 
vu comme limite d'une série hypergéométrique basique très bien équilibrée : 



lim 

5^0 



2m+6'P2m+5 



a, q,/â, -q^/â, aq^+^^^, ci, 
y/â, -y/â, q~^~\ aq/ci, . . 



,aq 



-N 

N+1 ' 9' ^1 



Remarque 4.7. Dans le cas m = 1, l'égalité (j4.17p est exactement la trans- 
formation finie de Watson déjà mentionnée dans le paragraphe précédent et 
utile pour prouver les identités (j4.14p - (j4.16p . Ceci indique bien que (|4.17p 
pourrait être l'ingrédient manquant pour démontrer le Lemme 4.5. 

4.5 Démonstration du Lemme 4.5 

Posons Vj{u) := ej{u){l — q^^'^^v?), de sorte que le crochet de l'expression 
que l'on étudie dans le Lemme 4.5 peut s'écrire 

n n n—k 

j=k j=k j=0 

Ceci se transforme en 

n—k ^ 9,- 



Vk{u) X Y^piaA/2^r)n+A/2-l) ^ 

j=0 ^ 



(a,p,p'^"-'^^^^u,p'' '^u,...,p^ ^u,p^~^^v? ,p^ ""■,p)j (4 18) 
{p, a,p'^~'""~"ti,p'^+^u, . . . ,p^^^u,p'^~'^ ,p^^^u^;p)j ' 

avec p=l/geta = p'^^~^v?, les facteurs p^~^u au numérateur et p^'^^u 
au dénominateur apparaissant ^ + 1 fois. On peut maintenant appliquer 
la formule d'Andrews (|4.17p à (|4.18p en remplaçant q par p, et en posant 
N = n - k, m = A/2 + 1, a = p^'^~'^u^ , bi = ci = 62 = C2 = • • • = 
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= Ca/2 = = CA/2+2 = p'^ ""u, Ca/2 +1 = et 6^/2+2 = P- 

Ceci donne comme expression alternative pour (|4.18p : 



Vkiu) X 



(p2fc-n^2^pfc+l^.p)^_^ 



^p2fc-7i^2yi + ---+iA/2p'i + ---+'A/ 



2+1 



X V 

(p2fc-2n^2)«i+-+«A/2-l(p2fc-n+1^3)«A/2 

[p^pk-n-rn^^pk+ly^.^p^^^^ li (pk+lu, pf^+^U; p)^{p; p)^^i^_-^ 



{p^+^u'^-p)i^ (-pfc n^p^pfc 



A/2+1 



A/2+1 



(^pk nu;p)i^^^ (pi '^/u,p''+^u,p'' '^■,p)i 



A/2+1 



{p;p) 



'a/2+1-'a/2 



En posant l := (^i, • • • , ^a/2+i)) obtient après maintes transformations 
élémentaires de p-factoriels {p = 1 /q) ■ 

n 

J^(l-g"-2V)e,(7x) = (l-p^) Y. ^l(^)' (4.19) 

j=k 0<«i<-</a/2+i<"-^ 



oii pour et -0(1) éléments de Z, 



A/2 



wiiu) := X Ri{n,k,n,p,u) x J| 



i=2 



A; + /i 



A/2+1 



A/2 



X 

P i=l 



Y[Ro{0,n + l,k + li,p,l/u) 



Jl, I2 - h,..., Ia/2+1 - ^A/2. 
A/2 

X ]Jiîo(0,n- A: + 1,0, p,l/n) x iîo(0. A; + + 1, 0,p, 



î=2 



X Ri{n,n- h- k,n- li,p, 1/u) x R2{n,k, 1^/2+1, Ia/2,P,u), (4-20) 
et pour Q < 7 < /3 entiers et |g| ^ 1 

(1 - U) {q)fS-a~l _ {q)i3-a-i 



puis pour n> j > i >Q entiers et \q\ / 1 
Ri{n,i,J,q,u) := -^-^ x 



(4.21) 



(4.22) 



rn—n+j 
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et enfin pour < m2 < mi < n — k entiers et |g| ^ 1 

{q)n (1/n) (qu) 



R2{n,k,mi,m2,q,u) : = 



n— mi —1 



k+nii n~k—m\ 



(4.23) 



Remarque 4.8. Les fractions Rq/{1 — u), Ri et R2 définies à l'aide de (j4.2ip - 
()4.23p sont des g-analogues de certaines briques élémentaires et spéciales de 

m- 



L'expression ()4.19p indique que pour démontrer le Lemme 4.5, il nous suffit 
maintenant, en vertu de la formule de Leibniz de dérivation d'un produit, de 
prouver que pour tout entier / : 



II 



wi_{u) 



u=l 



p; 



Mais grâce à la formule de Leibniz de nouveau et à l'expression (I4.20p . ceci 
est une conséquence du lemme suivant : 

Lemme 4.9. Soit \q\ 7^ 1. Pour tous entiers l>0,a<'y<(3,n>j>i>0 
et < 771-2 ^ "Il < n — k, on a : 



df3-a-l{qy 
II 

dnjqy 
II 

dnjqy 
II 



Ro{a,l3,-i,q,u) 



du'- 
du' 



du' 

Ri{n,i,j,q,u 
■jR2{n, k,mi,m2,q,u) 





1" 




q, - 


- n=l 


. q. 





1" 


G z 


q, - 


- u = l 


. q. 





1" 


G z 


9, - 


- u=l 


. q. 



(4.24) 
(4.25) 
(4.26) 



De plus, ces propriétés restent valables lorsque u est remplacé par u^, e £ 
(en particulier par 1/u). 



Démonstration. Tout d'abord, le fait que les propriétés (j4.24p - (|4.26p restent 
valables lorsque u est remplacé par u^, e G Z, est une simple conséquence de 
la dérivation des fonctions composées. 

Commençons donc par démontrer (14.24p . en décomposant en éléments simples 
la fraction rationnelle (en u) : 



Ro{a,P,-f,q,u) = ^aj- 



1-q 



J-7 



ql-^u 
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avec 



qui se récrit 



aj = (-l)i-°g0-")0-°+i)/2 



j - a 



G Z [q] 



En dérivant, on obtient donc 

1 é 



(3-1 



Ro{a,P,-f,q,u) = 



1 - gJ-T 



(1 - gJ-T-uj'+l ^ 



ce qui en prenant u=\ prouve (j4.24p . 



Démontrons ensuite (j4.25p . Comme Ri{n,i,j,q,u) est un polynôme en u de 
degré (r — l)n + j , on a -§jRi (n, i,j,q,u) =0 si / > (r — l)n + j. Supposons 
donc que l < {r — l)n + j. On a alors : 



l_^R,{n,^,J,q,u) 



E 



n+i-j+l<fi<---<fi<rn+i 



Ri{n,i,j,q,u) 



(1 - g/lu) ... (1 - qf^u) 



En posant Qm '■= fm — {n + i — j) pour tout m G {1, . . . , ceci peut s'écrire 
lorsque u = 1 : 



-^Ri{n,i,j,q,u) 



J u=l 



l<gi<--<g;<T-n-n+j 



avec 



(4.27) 



(g)î; ((?).n-n+j (l-(7"+'-^'+5l)---(l-9"+'-^'+^0 

Pour prouver (j4.25p . il suffit donc de démontrer que 

dniqyRliq)£Z[q]. (4.28) 

Pour cela, faisons quelques rappels sur les polynômes cyclotomiques. Pour 
t G N, le t-ième polynôme cyclotomique est 4't{x) := nfcAt=i k<t(^ ~ e^*'^'^/*). 
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avec comme première propriété le fait que (j)t{x) £ Z[x]. Ensuite, on peut 
montrer que 

q''-l = l[Mq), (4.29) 

d\n 



ce qui permet de déduire d'une part que 

n 

dn{q) = WM(1)^ 



(4.30) 



i=l 



et d'autre part l'ordre de divisibilité suivant dans 'L[q\ : 



" J 



ord, 



si t = 1 



(4.31) 



Maintenant, comme Ri{q) est une fraction rationnelle en q, dont numérateur 
et dénominateur s'expriment au signe près en produits de fonctions du type 
(j)t{q) (de par (|4.29p ). il suffit pour prouver (|4.28p de voir que 



Vi eN, ord^^^g) [dniqyÈiiq)) > 0. 

Nous distinguons pour cela trois cas. 

• Si t = 1, alors on a en vertu de (14.30p et (14.31|) 

ord^-,{g) (dniqyRiiq)) = l + ord^^(^q) (-Ri(g) ) =1-1 = 0. 



(4.32) 



Si 2 < t < n, alors (fOU]) et (ITÏÏT]) donnent 

i 



ord^,i,) (dniqyRiiq)) = E " ^^d^^(g)(^ - 9^^'"+"+-^)) 



m=l 



m 


— r 


n 


H 


rn + i 




n + i — j 




m — n + j 


l t J 


.1- 


t 




t 




t 



+ 



où il est facile de voir que le terme à l'intérieur de chaque parenthèse 
est positif ou nul, ce qui permet de conclure. 



Si t > n, on a dans un premier temps par (|4.30p 

ord^^{g) (dniq^Riiq)) = ord^^{q) [Riiq) 
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D'autre part, puisque 1 < gi <■■■< gi < m — n + j , on peut écrire en 
utilisant (OÏÏj) 



rn+i 



m=l g=n+i—j+l 
rn+i rn+i 



g — n + i — j + l 



g=n + i — i + l 



rn + i 




n + i — j 


t 




t 



n+i—j+l\ 



= Ord^^l^q) {{q - )rn-n+j) 

Donc finalement, puisque n > j et t > n, on a en reprenant (j4.27p 





m 




n 




rn — n + j 
t 


(dn{q)'Ri{q)) > 


l t J 


— r 


.1- 





m 




m — n + j 


l t - 




t 



> 0. 



Il ne reste plus qu'à prouver (I4.26p . Supposons dans un premier temps que 
rrii > m2- On peut alors écrire en reprenant la définition (j4.23p 

R2in,k,mi,m2,q,u) = (1 - u"^)i?3(g, n), 



ou 



R3iq,u) :-- 



{q)n iq/u)rm-m2-i iqu^)k+m2 (qu) n—mi - 



n—k—mi 

Ceci montre, à l'aide de la dérivation des produits par Leibniz, qu'il suffit 
pour prouver ()4.26p de montrer que 



dniqY^' 



II 



u=l 



(4.33) 



Mais, sachant que mi — m2 — 1 < n et k + m2 < k + mi < n, la propriété 
de Leibniz et la dérivation des fonctions composées permettent de voir qu'il 
suffit pour montrer (j4.33p de prouver que pour tous 1 < /ii < • • • < /i; < n 



l+i 



RsiqA) 



(1 - ql^^) ... (1 - q'^i) 



GZ[q] 



(4.34) 



On distingue les trois mêmes cas que précédemment. Si t = 1 ou t > n, on 
voit par (I4.30p et (I4.31|) que ord^^(^q-j {Ri{q)) = 0. Dans le cas ori 2 < t < n. 
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on écrit 



m=l 

> l + or(i<^^(g)(iÎ3(g,l)) = 1 + 
+ 



nii — m2 — 1 




k-l 


t 




t 



k + 771-2 




k + mi 




n — mi — 1 




n — k — mi 


t 




t 


+ 


t 




t 



1 + 



n — nii 


- 1 




77 — 


k- 


mi 




k 


t 








t 








k + mi 




A; + 7772 




7771 


- 7772 


t 






t 






t 







7771 — "1-2 




777i — 7772 ~ 1 


( 


t 




t 



Or l'identité élémentaire < [a + 6J — [aj — [6J < 1 permet d'affirmer que 
la première parenthèse de cette expression est supérieure ou égale à 0, et les 
deux suivantes sont entre et 1. Ceci montre que si ord^^i^g-^ {Ri{q)) < 0, alors 
les deux dernières parenthèses doivent valoir 1, ce qui implique que t divise 
7771 — 1^2 ■ Mais en écrivant ces deux dernières parenthèses de deux autres 
façons, on voit que ord^^(^q) {Ri{q)) < impliquerait aussi le fait que t divise 
/c + 7772 + 1 et A; + 777i; donc t diviserait 1 = {mi — 7772) + (A; + 7772 + 1) — (A: + 7771), 
ce qui est absurde car t > 2. Donc ord^^(^q-) {R^^q)) > 0. 



Démontrons enfin ()4.26p dans le cas r77i = 7772. De même que ci-dessus, il 
suffit de montrer que pour tous 1 < /7i < • • • < /7/ < 77 



R5{q) ■■= dn{qy 



R2{n,k,mi,mi,q,l) 
{1 - q^^) . . . {1 - qf'i] 



Ici aussi si t = 1 ou t > 77, alors par (j4.30p et ()4.3ip . ord^^(^q^ {R^{q)) = 0. 
Pour 2 < t < 77, l'ordre de multiplicité ord^^(^q-j {R5{q)) vaut 



m=l 



^ (1 - ord^^(g)(l - q^'^)j +ord^^(q) {R2{n,k,mi,mi,q, 1)) 
> ord^^(^q){R2{n,k,mi,mi,q,l)) 



n — 7771 — 1 




k-l 




n — k — 7771 


t 




t 




t 



> 0. 



□ 
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